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摘 要： 当搜索空间局限在二维复子空间中时，如果无序数据库中的总个数足够大，那么倘若任意的两个完全

独立的相位旋转角集合（但其中一个集合中元素的个数相对于无序数据库中的总个数相对较小）满足多相位匹配方

程，则仍然能以较高的成功概率找到唯一的目标态．本文针对一种带有特定前提条件的量子搜索问题，说明了可通过
结合多相位匹配方程和经典的穷举算法以使得该目标态能以几乎接近１００％的成功概率找到．最后给出了一个实例．

关键词： Ｇｒｏｖｅｒ量子搜索算法；二维复子空间；多相位匹配方程；穷举算法
中图分类号： ＴＰ３０１６ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１２）０１０１８９０４
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１２．０１．０３１

ＰｈａｓｅＵｎｍａｔｃｈｅｄＱｕａｎｔｕｍＳｅａｒｃｈＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

ＪＩＮＷｅｎｌｉａｎｇ，ＣＨＥＮＸｉａｎｇｄｏｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＳｏｕｔｈｗｅｓｔＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｅｎｇｄｕ，Ｓｉｃｈｕａｎ６１００３１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｗｈｅｎｔｈｅｓｅａｒｃｈｓｐａｃｅｉｓｃｏｎｆｉｎｅｄｔｏａｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｓｕｂｓｐａｃｅ，ｉｆｔｈｅｔｏｔａｌｎｕｍｂｅｒｏｆａｎ
ｕｎｓｏｒｔｅｄｄａｔａｂａｓｅｉｓｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅ，ｔｈｅｎａｕｎｉｑｕｅｄｅｓｉｒｅｄｓｔａｔｅｃａｎｓｔｉｌｌｂｅｆｏｕｎｄｗｉｔｈｈｉｇｈｓｕｃｃｅｓｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｐｒｏｖｉｄｅｄａｎｙｔｗｏ
ｓｅｔｓｏｆｐｈａｓｅｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅｓ，ｗｈｉｃｈａｒｅｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ（ｕｎｒｅｌａｔｅｄｔｏｅａｃｈｏｔｈｅｒ）ｂｕｔｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎｏｎｅｏｆｔｈｅ
ｓｅｔｓｉｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｓｍａｌｌｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅｔｏｔａｌｎｕｍｂｅｒｏｆａｎｕｎｓｏｒｔｅｄｄａｔａｂａｓｅ，ｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｍｕｌｔｉｐｈａｓｅｍａｔｃｈｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ
ｗｅｓｈｏｗｅｄｔｈａｔｆｏｒａｑｕａｎｔｕｍｓｅａｒｃｈｐｒｏｂｌｅｍｗｉｔｈｓｏｍｅｓｐｅｃｉｆｉｃｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ，ｏｎｅｍａｙｃｏｍｂｉｎｅｔｈｅｍｕｌｔｉｐｈａｓｅｍａｔｃｈｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ
ａｎｄｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｅｘｈａｕｓｔｉｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｕｃｈｔｈａｔａｕｎｉｑｕｅｄｅｓｉｒｅｄｓｔａｔｅｃａｎｂｅｆｏｕｎｄｗｉｔｈｓｕｃｃｅｓｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙａｌｍｏｓｔｃｌｏｓｅｔｏｕｎｉｔｙ．
Ｆｉｎａｌｌｙ，ｗｅｇａｖｅａｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍｐｌｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： Ｇｒｏｖｅｒｑｕａｎｔｕｍｓｅａｒｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｓｕｂｓｐａｃｅ；ｍｕｌｔｉｐｈａｓｅｍａｔｃｈｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ；ｅｘｈａｕｓｔｉｖｅ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

１ 引言

在一个大型无序数据库中，Ｇｒｏｖｅｒ量子搜索算法［１］

能以数量级为 Ｏ（槡Ｎ）的查找次数找到唯一的目标态．
该算法已被证明为最优［２，３］且有多方面的应用［４，５］．迄
今为止主要是从以下的方面对该量子搜索算法进行了

扩展：（１）假设有多个目标态［６，７］；（２）以任意的酉变换来
代替ＷａｌｓｈＨａｄａｍａｒｄ变换［７，８］；（３）引入了概率幅扩大的
思想［７，９］；（４）通过并行的量子计算方式来进一步降低搜
索次数［１０，１１］；（５）以任意的相位旋转代替反方向的相位
旋转［１２］；（６）初始态是任意的复概率幅分布，而不再是
等概率幅分布［１３，１４］；（７）讨论了任意的纠缠初始态［１５］；
（８）将量子搜索空间由二维复子空间扩展至三维复子空
间［１６］．

原先的Ｇｒｏｖｅｒ量子搜索算法［１］是不能以１００％的概
率找到唯一的目标态的．为确保以１００％的概率找到该
目标态，在二维复子空间条件下国内外的研究工作者给

出了不同形式的相位旋转角公式［１２，１７，１８］．我们证明了在
三维复子空间情形下（指偏角０＜ψ＜π／２），初始量子纯
态无论以何种形式出现目标态都不能以 １００％的概率
找到，但只要无序数据库中总个数 Ｎ足够大，那么对应
于两个相位旋转角相等的情形（＝θ∈（０，π］），找到目
标态的最大成功概率近似等于 ｃｏｓ２ψ

［１６］．本文中，我们
进一步指出当搜索空间局限在二维复子空间中时（对应

于偏角ψ＝０），即便每次叠代的两个相位旋转角都不相
等（ｊ≠θｊ，１≤ｊ≤ｋ，ｋ≥２）且每个相位对｛ｊ，θｊ｝彼此独
立，如果整数 ｋ的值相对于总个数Ｎ较小且满足多相

位匹配方程（∑
ｋ

ｊ＝１
θｊ＝∑

ｋ

ｊ＝１
ｊ＝Δ，Δ为任意实数），则仍

然能以较高的成功概率找到唯一的目标态（文献［１９］只
讨论了 ｋ＝２的情况）．相位匹配公式＝θ［１２］是多相位
匹配方程的一个特例．文献［２０］指出如果设定θ＝π，那
么对任意固定的针对目标态的相位旋转角∈（０，π）这
种情形，量子搜索算法是失效的．但是如果相位旋转角
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不固定，即对于任意给定的定义在实数域 Ｒ上的相

位旋转角集合｛ｋ，ｋ－１，…，１｝，如果其满足∑
ｋ

ｊ＝１
ｊ＝

ｋπ，则可通过穷举算法对该集合｛ｋ，ｋ－１，…，１｝作出
进一步修正后，最终却是能够以几乎接近１００％的成功
概率找到目标态的．最后通过一个具体的实例阐明了
这点．

２ 二维酉矩阵表象

假设量子系统的初始叠加态（纯态）为

｜γ０〉＝∑
Ｎ－１

ｘ＝０
ｃｘ｜ｘ〉＝ｃｏｓβ０｜α〉＋ｓｉｎβ０ｅ

ｉζ｜β〉 （１）

其中ζ是任意实数，｛ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１｝是一组不全为 ０
的任意复数集合且满足归一化条件

∑
Ｎ－１

ｘ＝０
｜ｃｘ｜２＝１

｜α〉＝
１

∑ｘ∈珘Ｙ
ｃｘ槡 ２∑ｘ∈珘Ｙｃｘ｜ｘ〉

｜β〉＝
ｅ－ｉζ

∑ｘ∈Ｙ
ｃｘ槡 ２∑ｘ∈Ｙｃｘ｜ｘ〉

β０＝ａｒｃｓｉｎ ∑ｘ∈Ｙ
ｃｘ槡( )２ ＞０

（２）

符号珘Ｙ和Ｙ分别表示非目标态和目标态的集合（在本
文中我们假设目标态的个数为 Ｍ，并且β０的值较小）．

对任意给定的两个不为２ｋ′π（ｋ′为任意整数）的实
数和θ（两个相位旋转角），定义以下两个酉算子

Ｕ＝Ｉ＋（ｅ
ｉ－１）∑

ｘ∈Ｙ
｜ｘ〉〈ｘ｜ （３）

Ｕθ＝Ｉ＋（ｅ
ｉθ－１）｜η〉〈η｜ （４）

其中 ｉ 槡＝ －１，｜η〉是由所有的目标态和非目标态所张
成的 Ｎ维复Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的一个单位向量且满足下面
的关系式（６）．则Ｇｒｏｖｅｒ算子 Ｇ＝－ＡＵθＡ

－１Ｕ（Ａ是任意
的酉算子，Ａ－１是 Ａ的逆算子）可以表示为

Ｇ＝－（Ｉ＋（ｅｉθ－１）｜μ〉〈μ｜）（Ｉ＋（ｅ
ｉ－１）∑

ｘ∈Ｙ
｜ｘ〉〈ｘ｜

（５）
Ｉ表示单位算子，

｜μ〉＝Ａ｜η〉 （６）
如果｜μ〉∈Ｌ，那么｜μ〉可以表示成下面最一般的情形

｜μ〉＝ｅ
ｉｔ１ｃｏｓｔ｜α〉＋ｓｉｎｔｅｉｔ２｜β〉 （７）

Ｌ表示由正交基 ｜α〉，｜β{ }〉所张成的二维复平面，０＜ｔ
≤β０，ｔ１，ｔ２∈Ｒ．

根据等式（５）和（７），通过计算得到
Ｇ ｜α〉，｜β[ ]〉 ＝ ｜α〉，｜β[ ]〉Ｑ （８）

上式中

Ｑ＝－
Ｑ１１ Ｑ１２
Ｑ２１ Ｑ( )

２２
（９）

Ｑ１１＝ｅｉθｃｏｓ２ｔ＋ｓｉｎ２ｔ

Ｑ１２＝ｅｉｅ－ｉΛ（ｅｉθ－１）
ｓｉｎ（２ｔ）
２

Ｑ２１＝（ｅｉθ－１）ｅｉΛ
ｓｉｎ（２ｔ）
２

Ｑ２２＝ｅｉ（ｅｉθｓｉｎ２ｔ＋ｃｏｓ２ｔ）
参数Λ＝ｔ２－ｔ１．

３ 穷举法在量子搜索中的应用

对任意的整数 ｋ≥２，首先定义算子
珘Ｇｋ＝Ｇ（ｋ，θｋ）Ｇ（ｋ－１，θｋ－１）…Ｇ（１，θ１） （１０）

那么有下面的结论．
定理１ 假设 Ｎ较大．对定义在实数域 Ｒ上的两

个任意集合｛θｋ，θｋ－１，…，θ１｝和｛ｋ，ｋ－１，…，１｝，如果

满足多相位匹配方程

∑
ｋ

ｊ＝１
θｊ＝∑

ｋ

ｊ＝１
ｊ＝Δ （１１）

那么总能够通过选择合适的 ｋ≥２（ｋ相对于Ｎ较小）和
ｎ≥１以使得初始态｜γ０〉在算子（珘Ｇｋ）ｎ作用下以较高的
成功概率找到一个目标态．

这个定理可以首先通过忽略式（９）中 ｔ的高阶项，
然后对式（１０）中的 ｋ施以数学归纳法的方式来证明，
即 ｋ的值从２开始直至任意一个相对于 Ｎ较小的正整
数，上述结论都成立．由于其证明过程需要占用较大的
篇幅，我们在这里不打算给出其详细的证明过程．我们
的重点在于阐明由下面所给出的具体实例（见表１和图
１）是如何得到的，从而表明当θｋ＝θｋ－１＝…＝θ１＝π，通
过利用多相位匹配方程并结合穷举算法能够得到一组

满足条件｛ｊ≠π，１≤ｊ≤ｋ｝且ｋ≠ｋ－１≠…≠１的数值
以使得接近于１００％的成功概率找到目标态．这同时也
表明了要从理论上以接近 １００％的成功概率找到一个
目标态并不一定需要遵从相位匹配条件＝θ［１２］．如果
令ｊ＝θｊ＝σ∈（０，π］，１≤ｊ≤ｋ，那么显然该相位匹配条
件＝θ实际上就是式（１１）的一个特例．

为简单起见，假设 ｎ＝１，Ｍ＝１，β０＝ａｒｃｓｉｎ １／槡( )Ｎ ．
经过对初始态｜γ０〉的 ｊ（１≤ｊ≤ｋ）次叠代作用，从等式
（１），（８）和（９）得到
ｕｊ
ｄ( )
ｊ
＝Ｑ（ｊ，θｊ）Ｑ（ｊ－１，θｊ－１）…Ｑ（１，θ１）×

ｃｏｓ（β０）

ｓｉｎ（β０）ｅ
ｉ( )ζ

（１２）
则找到目标态的成功概率 Ｐｊ＝｜ｄｊ｜２．现在具体结合表１
中所设定的参数来说明如何运用多相位匹配方程并结

合经典的穷举算法以获得几乎接近 １００％的成功概率
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找到目标态．为保证足够高的精度，我们在 ＭＡＴＬＡＢ环
境下保留了小数点后１４位有效数字．

第一步 设定各项必要的参数并初始化θ２４＝θ２３
＝…＝θ１＝π．２３，２２，…，１的数值由计算机系统随机

产生并使２４＝２４π－∑
２３

ｊ＝１
ｊ，接着检验条件 Ｐｊ＝２４＝

ｄｊ＝２４ ２＞０９是否满足．如满足则转入下一步，否则重
新按上述方式确定２４，２３，…，１的数值．

第二步 首先赋值′２４←２４←２４－π／５０，然后使

２４的值每次以增量０．０００１的方式递增至′２４＋π／２５，
同时每次都计算出新的 Ｐｊ＝２４值并与上次记录的 Ｐｊ＝２４
值进行比较，如果目前的 Ｐｊ＝２４值比上次记录的 Ｐｊ＝２４值
大则同时更新上次记录的２４和 Ｐｊ＝２４值．

第三步 对｛ｊ，ｊ＝２３→１｝的情形重复第二步．
第四步 如果现在的 Ｐｊ＝２４值已经几乎接近于１那

么就终止程序的运行，否则转至第二步．
按照上述算法，最后我们列出了表１中的其中一组

数据．
表１ 相位不匹配时仍以几乎接近１００％的成功概率找到

目标态的一个实例

ｎ＝１，Ｎ＝１００，Ｍ＝１，ｋ＝２４，
ｔ＝β０＝ａｒｃｓｉｎ（０．１），Λ＝２π／３，ζ＝π／４

ｊ ｊ θｊ＝π Ｐｊ
１ ２．７４６９３５４６１７１３６０ ３．１４１５９２６５３５８９７９ ０．０４３６６７２０９０５９５７

２ ０．３９８２８２１４０１６８５６ ３．１４１５９２６５３５８９７９ ０．０００５４５５４９００８０６

３ ２．４８８３３６９５２７０９１３ ３．１４１５９２６５３５８９７９ ０．０４２３６５１４４６３２４３

４ １．７３９６４２８９０５６８２４ ３．１４１５９２６５３５８９７９ ０．１００４２４６９７１８８１０

５ ０．５８０４３３５３７０４７０６ ３．１４１５９２６５３５８９７９ ０．０１５６６９０９６９７３８１
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４ 结束语

本文将经典穷举算法引入到了 Ｇｒｏｖｅｒ量子搜索算
法中．通过一个具体的实例表明，将多相位匹配方程

∑
ｋ

ｊ＝１
θｊ＝∑

ｋ

ｊ＝１
ｊ＝Δ和穷举算法两者相结合可以有效地

解决某些带有特定前提条件的量子搜索问题．这样就
进一步扩大了Ｇｒｏｖｅｒ量子搜索算法的适用性范围．在实
际工作中，无论是理论研究还是工程计算都经常会遇到

这样的问题：人们能够证明某类问题的精确解的存在，

但却很难用具体的公式将这些精确解完整地表示出来．
对待这类问题可视不同的具体情况，采用穷举算法或许

能给我们带来一定的启迪（最终目的是为了进一步提高

精度）．实际上这种思想对于解决量子遗传算法中有关
量子旋转门调整策略操作［２１，２２］也是有所裨益的．

致谢 作者感谢审稿专家提出的宝贵意见和编辑老师所给予

的帮助！
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